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AKSIOME TEORIJE SKUPOVA

Dusko Bogdani¢', Bojan Nikoli¢’* i Daniel A. Romano®

Sazetak:

Postoji viSe od jedne moguénosti aksiomatizacije teorije skupova. U ovom
tekstu mi ¢emo se koncentrisati na opste prihvaceni sistem — tzv. ZFC aksiomatski
sistem teorije skupova. Slova Z, F i C su pocetna slova rijec¢i Zermelo, Fraenkel, i
Choice, gdje su prve dvije rije¢i imena autora ovog sistema, a poslenja je ime 9-og
aksioma. Zermelo je formulisao 1908. godine sve, osim pete i osme aksiome.
Ostalo su dodali Fraenkel i Skolem.

0. Osnovni pojmovi

Matematicari, u opStem slucaju, rade unutar takozvane ,naivne teorije
skupova®“. Tako, u toj teoriji koja nije formalizovana aksiomatska teorija, tretiraju
objekte ,,skupove™ kao platonisticke apsolutne objekte. Tradicionalno, ovo je
uobicajeno buduci da se prirodni i realni brojevi ,,pojavljuju® u toku osnovnog i
srednjeg obrazovanja. ,,Skupovi su skupovi, i to je to.“ Nazalost, tako uvedeni
skupovi vrlo brzo dovode do protivrjecnosti (kontradikcija). Dobro poznati primjer
je ..skup svih skupova®, drugim rijeCima, Russell’s Paradox (takode poznat kao
Russell’s Antinomija). Dakle, moramo imati sljede¢u tvrdnju:

Teorem. Ne postoji skup koji sadrzi sve skupove.
Malo vise formalizovano: Ako sa R oznacimo skup svih skupova koji ne sadrzi
samog sebe. Tada R niti je ¢lan samog sebe niti nije clan samog sebe, tj. ako stavimo

R= {x:—(xex)}, tada imamo ReR < —(Re€R), §to je kontradikcija.

Ovaj primjer pokazuje da intuitivno shvatanje pojmova u teoriji skupova, u biti,
dovodi do problema, posebno kada govorimo o skupovima.

Prvo ¢emo uvesti nas “alfabet”:

Definicija 0.1. Alfabet Matematicke logike sa jednakoS¢u prosirujemo sa sljede¢im
nelogickim simbolom: €.

Intuitivna pozadina uvodenja ovog osnovnog pojama “indicije” (ili
»pripadanja“, ili ,Clanstva®) jeste proSirivanje pojmova atoma i formula:
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Formalizovana teorija skupova nema konstantni, a ako su x i y termi, tada je zapis
xey atom. Formule se prave na uobicajeni nadin kao u Matematickoj logici.

.....

1 ZFC - aksiomatski sistem teorije skupova

Postoji devet aksioma i shema aksioma u ZFC — sistemu teorije skupova.
Zapravo, postoji deset aksioma ako racunamo 0-ti aksiom.

Axiom 0 (Aksioma o egzistenciji bar jednog skupa).
Fx)(x =x).
Rije¢ima: Postoji bar jedan skup.

Intuitivno: Ovaj aksiom govori da na$§ univerzum, ili domen skupova koji
posmatramo, nije prazan. Dakle, kad govorimo o univerzumu skupova imamo o
¢emu da razgovaramo.

Napomena: Ovaj aksiom moze biti deriviran iz sistema aksioma logike.
Alternativno, moze se dokazati iz Aksioma 6 (Aksioma beskonacnosti). Dakle, ova
formula i nije aksiom u pravom smislu rije¢i — nije nezavisna od ostalih formula.
Svrstavamo je u spisak aksioma radi sticanja utiska da domen o kome ho¢emo da
govorimo u ovoj teoriji, teoriji skupova, nije prazan.

Axiom 1 (Aksiom o ekstenzionalnosti (ili Aksiom o jednakosti skupova)).
(VX)(TY)(y = X) & (V2)(zex & zey)).

Rijec¢ima: Bilo koja dva skupa su jednaka ako i samo ako se sastoje od istih

objekata.

Intuitivno: Intuicija koja prethodi ovom aksiomu povezuje nam osnovni pojam ove
teorije sa svojstvima dvoparametarskog predikata jednakosti iz Matematicke logike.
Napomenimo da je implikacija
X =y = (Vz) (zex < zey)
teorem u Matematickoj logici sa jednakos$cu, tako da je stvarno vazan samo drugi
dio implikacije
(zex < zey) = x =Y.

Naravno, gornje dvije formule su otvorene - imaju po dvije slobodne varijable, te ih,
u principu, treba posmatrati kao univerzalno zatvorene formule. Pozivanjem na
znanja iz Matematicke logike bez vec¢ih poteskoca moZe se, za proizvoljne varijable
X, ¥ 1 z iz naSeg domena, dokazati sljedece:

0.1 x=x (Refleksivnost (Aksiom 1));

0.2. x=y = y=x (Simetri¢nost); i

0.3. (x=y Ay=2) = (x = z) (Tranzitivnost).

Naravno, u skladu sa nasim shvatanjem logicke ekvivalencije, ovu aksiomu mozemo

zapisati i na sljede¢i nacin:
x =y < (V)((tex = tey) A (tey = tex)).
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Ovo nam omogucava da uvedemo novi pojam:
X Cy & (Vi)(tex = tey).

Problem egzistencije objekta ‘<’, njegove osobine kao i problem egzistencije
objekta x sa svojstvom X < y su problemi koji ¢e se kasnije razmatrati. Objekt ‘c’
zovemo inkluzija. U tom skucaju, ako je x < y, onda za skup x kazemo da je
podskup skupa y. Jasno je da vrijedi:

0.1 xcx;

1.1 (k=aAnxcyAay=b)=(ach));

12 (kcyrycz) = (xc2);

13 x=yo XCyAycCX)).

Axiom 2 (Ograni¢ena shema-aksiom sadrzavanja (ili shema-aksiom separacije, ili
Comprehension Axiom Schema)). Za svaku formulu ¢ u jeziku Lu{e}, koja ne
sadrzi slobodnu varijablu y, univerzalno zatvorenje sljedece formule je shema-
aksiom:

Fz)(Vx)(xey < x€z A 0(X)).

Aksiom 2 nije samo aksiom, ve¢ shema-aksiom — model za pravljenje beskona¢no
mnogo aksioma — svaka za posebno izabranu formulu ¢ u kojoj se y ne pojavljuje
kao slobodna varijabla.

Intuitivno: Ideja koja stoji ispred ove shema-aksiome je formalizacija konstrukcije
skupova oblika {x : P(x)}, gdje je P(x) neko svojstvo od x. Budué¢i da mozemo
formalizovati pojam osobine posredstvom formula, gornja shema-aksioma ima
jednostavnu formu
FY)Ex)(xey < o).

Ova formula (reCenica) trebalo bi da je shema-aksiom (potpune) komprehenzacije.
Ali, ako za @ uzmemo formulu —(x€x), dobijamo Russell’ov paradoks! Dakle, bilo
bi pogresno uzeti formulu potpune komprehenzacije kao aksiom u naSem
aksiomatskom sistemu teorije skupova. Prema tome, uzimamo svojstvo
determinisano sa ¢ ‘separatno’ unutar unaprijed datog skupa z. Ova shema-aksiom
nam obezbjeduje egzistenciju takvog skupa y. Ozna¢avamo ga sa {x : xez A ¢(x)}.
Njegovu jedinstvenost, za unaprijed izabranu formulu ¢, obezbjeduje Aksiom 1.
Zaista: pretpostavimo da, pored skupa {x : xez A @(X)}, postoji i neki drugi skup, u
oznaci w, sa osobinom Xew < (xez A ¢(x)). Tada je, prema Aksiomu 1,

(te{x:x€ez A p(X)} & tew) < ({x:x€Z A O(X)} =W).
Za skup {x : xez A ¢(x)} kazemo da je podskup skupa z Ciji objekti ‘zadovoljavaju
svojstvo @’.

Zahtjev da y nije slobodna varijabla u formuli ¢ eliminiS§e moguénost samo-
referentne definicije skupa. Na primjer, formula (Ay)(VX)(xey < x€z A —=(X€Y)),
ne bi bila konzistentna sa egzistencijom nepraznog skupa z. Ako je z skup, tada
zahvaljujuci ogranicenoj shema-aksiomi komprehenzacije mozemo formirati skup

{X : _‘(X = X)} ’
koji nema elemenata. Prema Aksiomu 0, aksiomu o egzistenciji bar jednog skupa,
postoji skup bez elemenata. Jedinstvenost ovog skupa obezbjeduje Aksiom
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ekstenzionalnosti. Zaista, pretpostavimo da osim ovog skupa postoji jo§ jedan skup,
oznaimo ga sa v, koji nema elemenata. Budu¢i da su sljedece formule logicki
ekvivalentne

v={x:-(x=x)} <

(Vt)(—(tev) & —(te {x: =(x =X)})) <

(VO(=(tev) & —(t=1))
i, budu¢i da je poslednja u nizu formula tautologija, zaklju¢ujemo da je skup bez
elemenata jedinstven.

MozZemo uvesti novi pojam:

Definicija 1.1 Skup bez elemenata ozna¢avamo sa .

Lako se vidi da je prazan skup podskup svakog skupa, tj. vrijedi:
(Vx)(D < x).
U stvari, u svakom skupu postoji jedinstven podskup koji nema elemenata. Buduci
da su svi takvi skupovi medusobno jednaki, zakljucujemo da je prazan skup podskup
svakog skupa.
Sem toga, na osnovu Aksioma komprehenzacije, mozemo dokazati da ne postoji
univerzalni skup koji sadrzi sve skupove.

Teorem 1.2 —(3z)(Vx)(xez)

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti koriste¢i se kotrapozicijom: Pretpostavomo da
takav skup postoji, i ozna¢imo ga sa z. Dakle, vrijedi (Vx)(xez). Tada, prema
ograni¢enom aksiomu komprehenzacije, postoji podskup y skupa z ¢iji elementi
zadovoljavaju sljedeci uslov

tey < —(tet).
Budu¢i da je skup z univerzalan skup, njegov podskup y bi bio determinisan
uslovom {x : =(x€x)} $to je u kontradikciji sa Russell’s Antinomijom. []

U daljem ¢emo dati sljedeca tri aksioma za izgradnju skupova, a onda ¢emo
analizirati njihove posledice.

Axiom 3 (Aksiom uparivanja (ili Aksioma para)).
(Vx)(Vy)(TFz)(xez A yEZ).

Intuitivno: Aksiom uparivanja nam omogucava da od dva unaprijed data skupa
mozZzemo formirati skup od njih. Prema aksiomama 3, 1 1 2 ovaj skup je jedinstven.
Zaista, pretpostavimo da za skupove x i y, pored skupa z, Ciju egzistenciju
obezbjeduje Aksiom 3, imamo i skup, recimo w, takav da je xew A yew. Tada,
prema Aksiomu 1, imamo z = w ako i samo ako je (Vt)(tez < tew), tj. ako 1 samo
ako je (Vt)((tez A (t=x Vv t=Yy)) < (tew A (t =X v t=Y))). Buduéi da je poslednja
formula tautologija, zaklju¢ujemo da je z = w.

Prethodno nam omogucava da uvedemo novi pojam: za skupove x iy, skup
jedinstven z, ¢iju egzistenciju obezbjeduje Aksiom 3, kazemo da je (neuredeni) par,
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i, oznaCavamo ga sa {x,y}. Skup {x} = {x,x}, Ciji je element samo skup x, nazivamo
singleton.

Sljedeca definicija uvodi novi pojam:

Definition 1.3. (K. Kuratowsky) Za skupove x i y, skup {{x},{xy}}
nazivanomo uredeni par skupa x i skupa y. Ozna¢avamo ga sa (X,y).

Dokazimo da vrijedi (x,y) = (a,b) ako i samo ako je x =a Ay =b. Imamo:
(xy) = (a,b) = {x} = {a} A {x,y} = {a,b}
Sx=aan((x=any=b)v(x=bay=a))
S Ex=any=b)v(b=x=a=y)
=>X=aAy=b.

Axiom 4 (Aksiom unije).
(VPEA)VY)VX)(xeY A YEF = xeA).

Intuitivno: U ovom aksiomu, pod F podrazumjevamo familiju skupova, i
pretpostavljamo da je svaki Clan te familije podskup skupa A. Ovaj aksiom zajedno
sa aksiomom ekstenzivnosti daje najmanji i jedinstven skup sa osobionom
pomenutom gore.

Ovo nam omogucava da uvedemo novi pojam:

Definicija 1.4. Unija familije skupova F , u oznaci UF , definisana je na sljedeci
nacin:
UF = {xeA: (QyeF )(xey)}

Definicija 1.5. Ako familija F nije prazna, tada uvodimo presjek familije F , u
oznaci NF , na sljedeci nacin:
NF = {x: (VyeF )(xey)}

Ovaj skup, presjeck NF familije F skupova, postoji prema aksiomu
komprehenzacije, a njegova jedinstvenost, kako je to uobicajeno, slijedi iz aksioma
ekstenzionalnosti. Ako je F = (J, tada je UF = . U ovom slucaju, presjek NF bi
bio skup svih skupova kojih nema. Dakle, zahtjev nepraznosti familije F , pri
razmatranju presjeka NF , je posebno vazan.

Skracenice : Radi jednostavnosti pisanja, stavljacemo:
(1) U{A,B} = AUB;

(2) n{A,B} = AnB;

(3)A\B = {xeA : =(xeB)}.
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Axiom 5 (Shema-aksiom zamjene (ili, shema-aksiom popunjenosti, ili Replacement

Axiom Schema)). Za skaku formulu ¢ na jeziku Lu{e} u kojoj nema slobodnog

pojavljivanja varijable y, univerzalno zatvorenje sljede¢e formule je aksiom:
(VxeA)EY)H(xy) = (FY)(VxeA)Elye Y)h(xy).

Intuitivno: Ovaj, kao i aksiom 2 (Aksiom ograni¢ene komprehenzacije) je shema-
aksiom i, prema tome, daje beskona¢no mnogo aksioma za skako pojedinac¢no ¢.
Intuitivno, ono $to stoji prije ovog aksioma jeste obezbijedivanje uslova da funkcija
(. formula ¢(x,y) za koju vrijedi (VxeA)(3!y)d(x,y)) preslikava skup A u neki skup
Y. Dakle, za svaku funkciju, tj. formulu (VxeA)(3'y)d(x,y) postoji skup

Y = {y: (FxeA)(xy)}.

Ova aksiom-shema omogucava nam da determiniSemo direktni (Dekartov)
proizvod AxB skupova:

Definicija 1.6. Neka su A i B dati skupovi.
(1) Za svako posebno yeB i svako x€A postoji tacno jedno z = (x,y). Ovo nam
omogucava, uz Aksiom 5, da determiniSemo skup
Ax{y} = {z: (FxeA)z = (xy))}.
(2) Konacno, definiSemo
AxB =U{Ax{y} : yeB}.
dakle, AxB = {(a,b): acA A beB}.
(3) Indukcijom, za skupove A, A, i A;, definiSemo
Aix Apx Az = (Ar1x Ay)x As;.
Ako su Ay, Ay, A, ..., An1, A, skupovi, 1 ako je ve¢ definisano
A] X A2 X A3 X ...X An_1
tada definiSemo
Al x Ay x Az X X Aplx Ap= (A X Ay x Ay x X A )X A, .

Definicija 1.7 (1) Relacija je skup ¢iji su svi elementi uredeni parovi.
(2) Za datu relaciju R, uvodimo pojmove domena i ranga relacije R:
dom(R) = {x : (y)((x, y)€R)},
rng(R) = {y : (3x)((x, y)eR)}.
(3) Za relaciju R relaciju {(y,x): (X,y)eR} nazivamo inverz relacije R i oznacavamo
. -1
jesaR™.

Napomena 1.8 (1) Da bi dokazali egzistenciju domena i ranga relacije nije nam
potreban aksiom popunjenosti. Ovi skupovi su podskupovi skupa UUR.
(2) Definicije domena, ranga i inverza ima smisla za svaku relaciju R. Dalje, ako je
R neka relacija, tada imamo:

2.1. RcdomR xrng(R); 1

22. RY'=R.
(3) Uobicajeno je da piSemo xRy umjesto (x,y)eR.

Definicija 1.9. fje funkcija ako i samo ako f je relacija za koju vrijedi
(Vxedom($)3!yerng(DN(x.y) /).
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Pisemo f: A — B kada mislimo da je f funkcija takva da je dom(f) = A i rng(f) < B.
Za xeA, sa f(x) oznaCavamo jedinstevno y takvo da je (x,y)ef .
Ako je C c A, tadasa
fTC=7£N(CxB)

oznacavamo restrikciju funkcije fna skup C. Dalje, piSemo

f7C=mg(fTC) = {f(x): x € C}.
Ponekad, ovo takode ozna¢avamo sa f[C] (takode sa f* C ili sa f — (C)).
Funkciju f: A — B nazivamo I-I funkcija ili injekcijom ako je f ' funkcija. Za
funkciju f'kazemo da je onto funkcija ili da je surjekcija ako i samo ako je rng(f) =
B. Za funkciju koja je istovremeno injekcija i surjekcija kazemo da je bijekcija.

Koristimo funkcije da bi uporedivali relacije:

Definicija 1.10. Ako su R i S relacije a A i B skupovi, tada su relativi (A,R) i (B,S)

izomorfni (ili ,,slicni) ako i samo ako postoji bijekcija f: A — B takva da je
(Vx,yeA)(x,y)eR & (fix), fy))€S)).

U tom slucaju, za funkciju f kazemo da je izomorfizam. Ako postoji izomorfizam

izmedu relativa (A,R) i relativa (B,S), piSemo (A,R) = (B,S).

Do sada prezentirane aksiome omogucavaju nam izgradnju samo konacnih
skupova (ma $ta pod tim podrazumjevali). Ovo zna¢i da, recimo, ne mozemo
determinisati skup svih prirodnih brojeva. Sljede¢i aksiom rjesava ovaj problem:

Axiom 6 (Aksiom beskona¢nosti).
@x)(Tex A (Vyex)(yuiytuex)).

Skracenice:. Radi jednostavnosti pisanja, stavimo S(y) = yuU{y}. Za unarnu
funkciju S kaza¢emo da je funkcija sledbenika (ili sukcesor funkcija (iz razloga koji
¢e kasnije biti jasni)).

Dakle, aksiom beskonacnosti mozemo zapisati na sljedeci nacin:
@x)(Dex A (Vy)(yex = S(y)ex)).
Skup, koji zadovoljava aksiom beskonacnosti, nazivamo induktivni skup. Kasnije ¢e
biti rigoroznije definisano $ta zna¢i pojam ,.beskonacno te ¢e biti dokazano da je
induktivan skup obavezno beskonacan.

Axiom 7 (Aksiom partitivnog skupa, ili Powerset Aksiom).
(Vx)@Ay)(Vz)(z < x = zey).

Teorija skupova, za razliku od vecine drugih dijelova matematike ima korijene
u radovima jednog ¢ovjeka: Georg’a Cantor’a. Cantor je 1873. godine iskazao jednu
svoju opservaciju o postojanju mnogo vise transcedentnih brojeva i mnogo vise
realnih brojeva nego Sto ima prirodnih brojeva. Zermelo je kasnije razvio ostale
aksiome ovog aksiomatskog sistema koji mi studiramo u ovom tekstu pokusavajuci
da izbjegne pojavu paradoksa.
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Aksiom beskonac¢nosti nam omogucéava konstrukciju skupova iste veli¢ine kao
§to je skup prirodnih brojeva. Da bi obezbijedili egzistenciju skupova vece
beskonacnosti od skupa prirodnih brojeva, kao $to je, na primjer, beskonacnost
skupa realnih brojeva treba nam aksioma partitivnog skupa (Aksiom 7).

Axiom 8 (Aksiom dobre zasnovanosti (takode: Aksiom fundiranja ili regulariteta)).
(VX)(x # D = (Ayex)—(Iz)(zex A zey)).

Pokazalo se da je ovaj aksiom veoma vazan (iako ljudi, uglavnom, zaboravljaju na

njega). Na njega ¢emo se posebno vratiti kada se budemo bavili induktivnim

konstrukcijama.

Ako su skupovi X; i X, neprazni, tada je i skup X x X takode neprazan. Ovu
tzvrdnju mozemo prosiriti na svaki konacan skup skupova: Ako su skupovi X;, X,,
... , X, neprazni, tada je i skup [[Xy takode neprazan. Sasvim opravdano se
postavlja pitanje da li gornja tvrdnja vrijedi i u opsStem sluc¢aju. Ako je {X;:iel}
neprazna familija (disjunktnih) nepraznih skupova, da li je [ [;e; X; takode neprazan?
Ovaj zahtijev sa disjunktnim skupovima postavio je Russell 1906. godine kao
aksiomu teorije skupova, a Zermelo je, kasnije, izostavio zahtjev disjunktnosti
familije {Xi:iel}. RijeCima iskazano, ovaj zahtjev znaci: Da li postoji skup koji
sadrzi tacno po jedan element iz svakog Clana familije {Xi:iel}? Ovaj skup, ako
postoji, nazivamo izborni skup familije {Xiiel}. Ako prihvatimo postojanje
izbornog skupa bilo koje familije {Xj:i€l}, tada taj zahtjev mozemo formulisati u
sljedecem obliku:

Axiom 9 (Aksiom izbora, ili Axiom of Choice - AC).
(VF)(VSe F) S =)= 3 )(VTe F)(f(T) € T)).

Budu¢i da je ovo aksiom u ovom sistemu, znaci da je nezavisan od ostalih
aksioma ovog sistema. Poznato je mnogo formula koje su ekvivalentne ovom
aksiomu. Teoriju koja se sastoji od aksioma 0 — 8 nazivamo ZF-teorijom, dok
teoriju ZF+AC nazivamo ZFC-teorijom skupova. Problem odnosa aksiome AC
prema ostalim aksiomama ovog sistema rijeSio je Goedel 1939. godine. On je
dokazao da je ako je ZF neprotivurjecna teorija tada je i ZFC takode
neprotivurjecna teorija. Sem toga, Cohen je 1963. godine pokazao da je formula AC
nezavisna od sistema ZF. Preciznije, Cohen je pokazao da ako je sistem ZF
neprotivrjecan, tada je i sistem ZF+—AC takode neprotivrjecan.

2 Parcijalni aksiomatski sistemi

Mnoge vazne teoreme o skupovima dokazuju se uz koriStenje samo nekih od
aksioma ZFC - aksiomatskog sistema. Ovdje ¢emo ista¢i neke standardne parcijalne
podsisteme potpunog ZFC-aksiomatskog sistema:

(0) Potpuni sistem aksioma A0 — A9 nazvamo ZFC-sistem aksioma teorije
skupova.
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(2) Sistem koji se sastoji od aksioma AQ — A8 nazivamo ZF-aksiomatski sistem
teorije skupova.

(3) Sistem AQ0 — A7 nazivamo ZF ™ - sistem. Dakle, ZFC — {A8, A9} =ZF " ;

A ZF -P=Z7ZF - {A7};
Analogno se determinisu sistemi

(5) ZFC =ZFC - {A8};

(6) ZFC™ - P =7ZFC - {A7} = {A0-A6,A9}.
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