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RAZLICITE METODE DOKAZIVANJA
JEDNE TEOREME U GEOMETRIJI

(Different methods of proofs of one geometric theorem)

Sefket Arslanagié¢' i Dragoljub MiloSevi¢?

Sazetak: U radu je dato jedanaest raznih dokaza jedne teoreme iz geometrije koja se odnosi
na pravilni petougao.

Kljuéne rije¢i: pravilni petougao, stranica i dijagonala pravilnog petougla, sli¢ni trouglovi,
paralelogram, simetrala unutras$njeg ugla trougla, rotacija, Ptolemejeva i Stjuartova teorema,
sinusna 1 kosinusna teorema, Molvajdove formule, vektori, skalarni proizvod, analiticka
geoemtrija.

Abstract: In this paper we give eleven different proofs of one geometric theorem for the
regular pentagon.
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U ovom radu ¢emo dati jedanaest raznih dokaza jedne teoreme iz geometrije
koja se odnosi na pravilni petougao rukovodeéi se poznatom maksimom da je
vrijednije jedan matematicki zadatak rijeSiti na dva ili viSe nacina nego rijeSiti
desetine zadataka na jedan te isti nacin.

U ovim dokazima ¢emo Koristiti puno ¢injenica iz planimetrije, trigonometrije,
vektorske algebre, analitiCke geometrije, itd. Rije¢ je o sljedecoj teoremi:

Teorem: U pravilnom petouglu stranice a i dijagonale d vaZi jednakost
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Dokaz 1. Petougao ABCDE je pravilan, tj. AB =BC =CD = DE = AE (sl.1). Njegov
unutrasnji ugao ZABC jednak je 108°, pa je u jednakokrakom trouglu AABC
(AB=BC=a):

ZBAC = ZABC = (180° - 108") : 2 = 36".

Slika 1.

Konstrui§imo duz DF,(F e AC) paralelnu sa stranicom EA petougla. Cetverougao
AFDE je romb, pa je DF =a. Trouglovi A4ACD i ACDF su jednakokraki, pa je
ZACD = ZADC = (180°—36"):2=72"i ZCDF = 180° - 2.72° = 36". Ti trouglovi
su sli¢ni, §to zna¢i da je AC:CD =DF :CF , .

d:a=a:(d-a) =d(d-a)=a’

—=d%-a’=ad/:ad
:9—3:1. g.e.d.
a d

Dokaz 2. Kako je ZADF = ZCDF (sl.1), prava DF je simetrala unutrasnjeg ugla
ZADC u trouglu 4ACD, pa mozemo primjeniti teoremu o simetrali unutra$njeg ugla
za taj trougao:

AF:FC=AD:CD
=>a:(d-a)=d:a
=d(d-a)=a’

=d?-a’=ad/:ad

:>9——=1,
a d

aovo je (*).
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Dokaz 3. Primjenom Ptolemejeve® teoreme na tetivni Getverougao ACDE (sl.1),

dobijamo:
AD-CE = AE-CD + AC - DE

=d-d=a-a+d-a

—=d’-a’=ad/:ad
:>9——:1. g.e.d.
a

Dokaz 4. Rotirajmo trougao AADE oko vrha D tako da se tacka E poklopi sa
taCkom C, atatka A satackom F (sl.2). Tada je ugao RACF opruzen, a trouglovi
ACDF i AAFD su sli¢ni. Zbog toga je:

DF :CD = AF : AD

=d:a=(d+a):d
—=d?=a’+ad

=d%?-a’=ad/:ad

d a
———=1,qg.e.d.
:>a 5 g.e

Slika 2

Dokaz 5. Koristi¢emo Stjuartovu® teoremu i primjeni¢emo je na trougao AACD
(sl.1), pa dobijamo:

3 Ptolemeus Claudius, starogréki matemati¢ar, geograf i astronom, I vijek nove ere
Y Matthew Stewart (1717-1785), §kotski matemati¢ar
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E.(ﬁz +E.E) _CD° . AF+AD’-CF
=d [az +a(d —a)] =a’-a+d*(d-a)
=d-ad =a®+d> -ad?

=a*+d*-2ad?=0
=a®+d®-ad’-ad?-a’d +a’d =0
=d?(d-a)-a’(d-a)-ad(d-a)=0
:(d—a)(dz—az—ad):o
=d?’-a*-ad=0 (d=a,pa d-a=0)

—=d?-a’=ad/:ad

Dokaz 6. Cetverougao DCBC; je paralelogram (vidi dokaz 1), te je (sl.3):
EC,-EB-C,B-EB-DC - EB-ED, - D;B.

Trouglovi AEC;B, i 4AC,B,te AED,C i AAD;B su sli¢ni, pa je:

EB, EC, DB A8 AB _ AB 1
AB CpB ED, EC EB+BC EB+AB EB |
AB
D
a a

Slika 3.
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Stavljajuci da je i =X imamo X = i, a odavde
AB x+1

x> +x-1=0

J5-1
—. (1)

= X=

Imamo dalje zbog i =X:
AB

EC EB+BC EB+AB EB,

— — = —+1, .
AB AB AB AB
EC 1) /5 -
EC_, 051, V5+1 )
AB 2 2
Sada je zbog EC=d i AB=a iz (2):
d 5+1
- = s (3)
a 2
te
a2 A%l @
d 541 5-1 2 °
Dobijamo sada iz (3) i (4):
d a_ +5+1 5-1
———= -——==1. q-e.d.
d 2 2

Dokaz 7. Produzimo stranicu AB petougla do tatke F tako da je AF =AC=d
(sl.4). Neka je CG visina jednakokrakog trougla ABFC; Ge AF. Tada je

BG:d%a,paje E:a+d;a:a+d

. Imamo sada iz pravouglog trougla AAGC :

cos(ZLCAG) = cos36” = AG , 4.
AC

a+d

2d (M

cos36° =
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A @ Bda d-aF
7 2

Slika 4.
Primjenom sinusne teoreme na trougao AACD , dobijamo:

CD AD

= , 1.
sin ZCAD sin ZACD J

_a __d
sin36°  sin72°

2

Kako je sin72” = sin(2-36° ) = 25in36° cos 36° , iz jednakosti (2) slijedi:

c0s36° :21. 3)
a

1z jednakosti (1) i (3) imamo:
a+d d

2d  2a’
odnosno

d?=a(a+d)

=d?-a’=ad/:ad
:E—izl. g.e.d.
a d

Dokaz 8. Na osnovu kosinusne teoreme primjenjene na trouglove ABCD i AABD
(sl.5) imamo:
a? =a? +d? —2ad cos 36°

a?=d?+d?-2d%cos36° .
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Slika 5.

1z prve jednakosti slijedi:

c0s36° = & ,
2a

pa smjenom u drugu jednakost, dobijamo:

3
a2=2d2—d—:a3+d3:2ad2,
a

a odavde (vidi dokaz 5):
(d—a)(dz—a2 —ad):O

=d?-a?-ad =0 (jerzbog d=a je d—a=0)

—=d?-a’=ad/:ad

Dokaz 9. Koristiéemo Molvajdove® formule:

a-p . a-pf
aij_cos 2 . a—b_smT
¢ sin” ¢ cos%

gdje su a,b,c stranicei «, f, ¥ unutrasnji uglovi trougla AABC .
Primjenom prve formule na trougao ABCD (sl.5), dobijamo:

% Karl B. Mollweide (1774-1825), njemacki matematiGar i astronom
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cos 108° —36°
d+a 2 cos36°
a . 36° sin18° ’
SII’]T

a primjenom druge formule na trougao A4ABD , imamo:

. 72°-36°
d-a M5 sin1g®
d 720 c0s36°
cos— -

Tada je
d+a d-a_cos36° sin18® _
a d  sin18° cos36°

—=d?*-a’=ad/:ad
39_3:1’ g.e.d.
a d

Dokaz 10. Ovdje ¢emo koristiti vektore. Imamo (npr. iz sl.1):

AB+BC = AC
— AC-AC =(AB+BC)-(AB +BC)

— 2 — 2 — 2 _
- ‘AC‘ :‘AB‘ +‘BC‘ +2AB-BC

— 2 — 2 — 2 —_ | —— _—
= ‘AC‘ :‘AB‘ +‘BC‘ +2‘ABHBC‘C051(AB,BC)

a odavde, zbog
‘A—C‘ —d,

ﬁ‘:‘s_c":a i /(AB,BC)=72°

i ¢injenice da je cos72° :$ dobijamo

d? =2a% +2a?cos72°

= d? —2a2[1+\/g4_1J

=d? =%a2(x/§+3)

d2 \/§+3_6+2\/€_[\/§+1J2

= =
a’? 2 4 2
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d \/§+1
—= , te
a 2
a_ 2 2 51 -1
d 5+1 B5+165-1 2
Sada je
d a_+5+1 5-1_

1, q.e.d.
d_ 2 2 1

Napomena: Dacemo dva dokaza da vrijedi

cos72° =

J5-1
=

Dokaz 1. Imamo

0
singg0  251n18° cos18” _ sin36° _ cos54° _005(3'18 )
2cos18° 2c0s18° 2c0s18°  2cos18°

_4c0s°18° ~3c0s18°  4cos”18° -3 4-4sin®18° -3 1-4sin®18°
2co0s18° 2 3 2

.

1-4sin®18°
2

sin18° =

< 45sin?18° +2sin18° -1=0

sin18° = “1+45 .
4
cos72° =sin18° =$, q.e.d.

Dokaz 2. Neka je z = cosz?ﬁ+ [ Sinz?ﬁ . Tada je na osnovu Muavreove® formule:

5
z° =(c052?”+isin2?ﬁj =cos2z+isin2z =1, tj.

25—1:0<:>(z—1)(z4+23+22+z+1):0,

% Abraham de Moivre (1667-1754), engleski matematicar francuskog porijekla
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a odavde zbog z #1:
24+z3+22+z+1:0/:(22¢0)

@(22+i2]+(z+lj+1=0
z z
2
<:>[z+1) +[z+£j—1:0.
z z

Neka je z+1:t ; slijedi
z

t24t-1=0
~1+5
:tM:T' (*)
Kako je
1 2r . . 2«7 1
I+==c0S—+isin—+—— =
z 2r . . 27w
COS—=+isin——
5
2r . . 2«7
or - COS?—ISII’]? .
=C0S— +isin—+ > =2c05s— ,
5 cos? £% 4 sin? =% 5
5
a odavde

(jer je 0032?7[ >0). Dakle, zbog cosz?” =c0s72°, slijedi

J5-1

cos72° == q.e.d.

Dokaz 11. Ovdje ¢éemo koristiti analiticku geometriju. Izaberimo Dekartov’
pravougli koordinatni sistem u ravni tako da vrhovi A i B pravilnog petougla
ABCDE budu simetri¢ni u odnosu na koordinatni pocetak O (srediste stranice AB)
i da stranica AB pripada apscisnoj osi (s1.6).

7 René Descartes (1596-1650), francuski matematicar i filozof
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A

YIp(y,)
/ 2

d
E(-d/2,y,) C(di2,y)
\/ d
a a
A(al2,0) 0 B(@/2,0) 4 X
Slika 6. 2

Zbog AB=a i CE=d (CE |AB), koordinate vrhova petougla su:
a a d . d
A(_Euoij(Eloj,C(E!ijiD(OlyD) 1 E(_Evij'

Odredimo ordinatu y. tacke C ; imamo

a odavde je

2
Kako je AC =d, A[—%,O] i C(% a? —(Ej J, dobijamo:

2 2
A—szdzz(a+dj J{az_(d—aj J
2 2

d’=a’+ad

a odavde je

—=d?-a’?=ad/:ad
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