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JEDNO POBOLJSANJE NESBITTOVE NEJEDNAKOSTI
I NEKE NJENE GENERALIZACIJE

Dr. Sefket Arslanagié¢, Sarajevo, BiH

Sazetak: U radu je dokazano jedno poboljSanje Nesbitove nejednakosti a zatim dvije
generalizacije te nejdnakosi.

Abstract: In this paper we show an improvement of Nesbitt's inequality.

Math.Subj.Classification (2010): 97F50
ZDM Subj.Classification (2010): F50, N50
U matematickoj literaturi nejednakost oblika

a b c
+ +
b+c c+a a+b

2%; (a,b,c>0) 1)

je poznata kao Nesbittova nejednakost. Naime, nju je matematicar A.M.Nesbitt
postavio 1903. godine kao Problem 15144 u ¢asopisu Educational Times, 3 (1903),
37-38. Citav istorijat ove nejednakosti te pokusaj njene generalizacije dat je u [1] i
nesto opSirnije u [4]. Recimo i to da se u [1] nalazi deset raznih dokaza nejednakosti
(1), a u [2] jo$ jedanaest njenih dokaza. Uoc¢avamo da je ova nejednakost ciklicka,
simetricna i homogena. Za njene dokaze u [1] i [2] smo Koristili nejednakosti
izmedu brojnih sredina, nejednakost Kosi-Bunjakovski-Svarca, te nejednakost
Jensena, Cebiseva, Myurheada i jo$ neke.

U ovom radu ¢emo najprije dokazati bolju (jacu) nejednakost od nejednakosti (1), a
koja glasi:

a b c a+b b+c c+a 3
+ + > >= 2
b+c c+a a+b a+b+2c b+c+2a c+a+2b 2
gdje su a,b,c>0.
Dokaz:
1° Najprije ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost
a N b N c . a+b b+c c+a 3)

b+c c+a a+b a+b+2c b+c+2a c+a+2b’

Imamo
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1( a b j> a+b @)

2\b+c c+a) a+b+2c

a(c+a)+b(b+c)  a+b
2(b+c)(c+a) a+b+2c

< [a(c+a)+b(b+c)|(a+b+2c)>2(a+b)(b+c)(c+a)
<:>(ac+a2 +b? +bc)(a+b+20)2 2(ab+b2 +ac+bc)(c+a)

& a’c+a® +ab? +abc+abc +a?b +b? +b?c + 2ac? + 2a’c + 2b%c + 2bc? >
> 2abc + 2b%c + 2ac? + 2bc? + 2a’b + 2ab? + 2a’c + 2ahc
o a’+a’c-ab® —2abc—a’b+b* +b%c >0
< a®—2a’b+ab? +a’b—2ab? +b® +a’c—2abc+b%c >0
o a(a2 —2ab+b2)+b(a2 —2ab+b2)+c(a2 —2ab+b2)20
& (a-b)’(a+b+c)>0,

Sto je tacno. Dakle, nejednakost (4) je taéno. Analogno dobijamo jo$ dvije
nejednakosti:

1 b N c S b+c ©)
2\c+a a+b/ b+c+2a

i
1( c , a )2 a+c (©)
2\la+b b+c a+c+2b

Nakon sabiranja nejednakosti (4), (5) i (6), dobijamo nejednakost (3).
Vrijedi jednakost u (3) ako i samo ako je a=b=c.

2° Sada ¢emo dokazati da vrijedi nejednakost

a+b b+c c+a 3
+ + >= @)
a+b+2c b+c+2a c+a+2b 2
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Dokaz: Oznac¢imo lijevu stranu nejednakosti (7) sa L ; imamo:

a+b b+c c+a a+b b+c c+a
+ +1+

= = +1-3=
a+b+2c b+c+2a c+a+2b a+b+2c b+c+2a c+a+2b

2(a+b+c) 2(a+b+c) 2(a+b+c)_

~ a+b+2c b+c+2a c+a+2b

:2(a+b+c)( L ! L )—3,

+ +
a+b+2c b+c+2a c+a+2b
a odavde zbog nejednakosti izmedu aritmeti¢ke i harmonijske sredine tri pozitivna
broja:

9
> . _
L>2(a+b+c) 1 : 1 : I 3
1 1 1

a+b+2c b+c+2a c+a+2b

9
=2(a+b+c)—— -3
(a+b+c) 4(a+b+c)

9 .
==-3=2, 1.
> )
3
L>=. .ed
> q

Dakle, nejednakost (7) je tacna.
Sada iz 1° i 2°, tj. nejednakosti (3) i (7) slijedi nejednakost (2). Vrijedi jednakost u
(7), odnosno u (2) ako i samo ako je a=b=c.

Sada ¢emo dokazati dvije teoreme koje na izvjestan nacin predstavljaju
generalizacije Nesbittove nejednakosti (1).

Teorema 1. Neka su a,b,c,k pozitivni realni brojevi. Tada je

a b c 3
+ + > . (8)
kb+c kc+a ka+b 1+k

Dokaz: Koristit ¢emo nejednakost Ko$i-Bunjakovski-Svarca za n =3, tj.

(X1Y1+X2YZ+XSV3)23(X12+X22+X§)<y12+y§+y§), 9)
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gdje su x;,Xp,%3,Y1,Y2,Y3 €1 -
Stavljajuci u (9) da je

a b Xg=——2 y, =Jkab+ac, y, =kbc+ab, y; =kac+bc

X, = X = ,
1 Jkab+ac © Jkbc+ab ' o Jkac+be

dobijamo:

2 2 2
2 a b C
(a+b+c)” < + +
kab+ac kbc+ab kac+bc

J-(kab+ac+kbc+ab+kac+bc),

a odavde

a b c (a+b+c)2
+ + = .
ko+c kc+a ka+b (1+k)(ab+bc+ca)

(10)

Kako je
(a+b+c)2 >3(ab+hc+ca)

[@%[(a—b)2+(b—c)z +(c_a)2]zoj, .

(a+b+c)2
-— >3,
ab+bc+ca
to iz nejednakosti (10) dobijamo:
a b c .3 , q.e.d.

+ + >
kb+c kc+a ka+b 1+k

Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je a=b=c. Ovim je Teorema 1. dokazana.
Za k =1 iz nejednakosti (8) dobijamo nejednakost (1).

Napomena 1: Na slican nacin se dokazuje da vaZi opStija nejednakost od
nejednakosti (8) koja glasi:

a b c 3
+ > ,
kb+rc kc+ra ka+rb k+r
gdje su a,b,c,k,r>0.

(8)

Dokaz: Uzimajuéi u nejednkaosti Kosi-Bunjakovski-Svarca (9) da je:
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X

a b c
= —_ X = —_ X = —
Jkab +rac 2 ~kbc + rba s Jkac +rbc
y, =+kab+rac, y, =+kbc+rba, y; =+kac+rbc,

dobijamo:

a’ b? c

2
b+c) <
(a+b+c) (a(kb+rc)+b(kc+ra)+c(ka+rb

)]«(kab+ rac +kbc + rba + kac + rbc) ,

a odavde

a b c (a+b+c)2
+ + > .
ko+rc kc+ra ka+rb (k+r)(ab+bc+ca)

Kako je (a+b+c)2 >3(ab+bc+ca), tj.

(a+b+c)’
-——>3
ab+bhc+ca

to imamo da je:

(a+b+c)2 S 3
k+r)(ab+bc+ca) k+r’
(k+r)( )

odnosno
a b c 3
>

+ > , g.e.d.
kb+rc kc+ra ka+rb k+r

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b=c.Za k=r =1 iz ove nejednakosti
dobijamo nejednakost (1).

Teorema 2. Neka su x;,%,,...X, pozitivni realni brojevi i n>2 prirodan broj. Tada
je
X X X n
1 + 2 ot n > .
Xo +Xg + .+ Xy X+ Xg+ . X, Xg+ X0+t X,y N-1
(11)

Dokaz 1: Neka je S =x; + X, +...+ X, ; sada imamo:

X X X X X X
1 + 2 S n =1 42 4 40
Xo + X3 + .+ Xy X+ X5+ .4 X, Xp+ X ++ Xy S=X% S—=X% S =X,
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Nejednakost (11) je simetri¢na te ne umanjujuci opéenitost mozemo pretpostaviti da
je x >x, >..>x,; tada je
S—X £S—-% <..£S5-x,,te

X X
L> 2 > > :
S—=X S—X S—X,

Sada na osnovu nejednakosti Cebiseva imamo:

X1 X2
S- S-—
S—xl( Xl)+5—x2( %)+ +S—xn

<1( o, KX, L K ][(S—xl)+(S—x2)+...+(S—xn)]

nlS-% S-X S—X,

<:>x1+x2+...+xns1 o S B (n-1)s,
n{S-x% S-X S—X,

a odavde zbog X, + X, +...+X, =S

X X X n
1 422 44— > , g.e.d.
S—=X S—X% S—-x, n-1

Jednakost u (11) vrijedi ako i samo ako je x, =X, =...= X, . Za n=3 iz nejednakosti
(11) dobijamo nejednakost (1).

Dokaz 2: Uvedimo smjenu:
X+ X3+t Xy =(N-1) A,
X+ X3+t X, =(N-1) A,
M
Xg + X+t Xog =(N—1) A,

Nakon sabiranja ovih jednakosti dobijamo:

(N=1)(Xg + X+t X ) = (N=1) (AL + Ay + ..+ A ),
a odavde
X =(2-nM)A + A+ + A,
Xo=A +(2-n)A + ..+ A,
M
X =A+A +..+(2-n) A,

Data nejednakost (11) sada postaje:

10
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(2—n)A1+A2+...+An+A1+(2—n)A2+...+A1+ +A1+A2+...+(2—n)Ah> n
(1A o (N

odnosno

(2-n)A + A +..+ A . A+(2-n)A +..+ A .. A+ A+ +(2-n)A
A Ay

>n,tj.

Ay
(2—n)+%+...+%+%+(2—n)+...+%+...+%+%+...+%+(2—n)2 n,

a odavde

(i+i+...+i]+(i+i+...+i]+...+[i+...+hj2 n-n(2-n)=n(n-1),
A A A) (A A A A A,

a ova nejednakost je taéna na osnovu nejednakosti %4—9 >2; (a,b>0),aovih
a

nejednakosti ima 2C? = 2(2) =2 w =n(n-1).
Ovim je nejednakost (11) dokazana.
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