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ŠEST NAČINA ZA RJEŠAVANJE 
 

JEDNE ALGEBARSKE NEJEDNAKOSTI 
 

(Six ways to solve of one algebraic inequality) 

Dragoljub Milošević1 i Aleksandra Milićević2 

 

Sažetak: U ovom radu dajemo šest dokaza sljedeće nejednakosti 

푎
푘푎 + 푏

+
푏

푘푏 + 푎
≤

2
푘 + 1

, 

gdje su 푎, 푏, 푘 pozitivni realni brojevi i 푘 ≥ 1. 

Ključne riječi: algebarska nejednakost, nejednakost između aritmetičke i 
geometrijske sredine, konkavna funkcija. 

Abstract: In this paper we give six proofs of the following inequality 

푎
푘푎 + 푏

+
푏

푘푏 + 푎
≤

2
푘 + 1

, 

where 푎, 푏,푘  be the positive real numbers and 푘 ≥ 1. 

Key words and phrases: algebraic inequality, AM – GM inequality, concave function. 
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 Rješavanje zadataka na više načina veoma lijepo ilustruje bogatstvo ideja, 
dosetki, inventivnosti i dosta doprinosi razvoju kvalitetnog razmišljanja i matematičke 
intuicije. Ovaj članak smatramo poučnim i korisnim za učenike i studente koji pokazuju 
veći interes za matematiku kao i nastavnicima koji rade sa ovim učenicima i studentima. 

Ovdje dajemo šest dokaza nejednakosti za pozitivne brojeve 

                                                             
1 17. NOU divizije 43, 32 300 Gornji Milanovac, Srbija 
2 Kneza Aleksandra Karadjordjevica 4/8, 32 300 Gornji Milanovac, Srbija 
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푎

푘푎 + 푏
+

푏
푘푏 + 푎

≤
2

푘 + 1
, 푘 ≥ 1.                                   (1) 

Dokaz 1. Ako stavimo 

푘푎 + 푏 = 퐴  i  푘푏 + 푎 = 퐵, 

poslije sabiranja ovih jednakosti dobijamo (푘 + 1)(푎 + 푏) = 퐴 + 퐵, tj. 

푎 + 푏 =
1

푘 + 1
(퐴 + 퐵). 

Sada je 

푎 =
1

푘 − 1
(А푘 − 퐵)  i  푏 =

1
푘 − 1

(퐵푘 − 퐴), 푘 ≠ 1. 

Tada imamo 

M =
푎

푘푎 + 푏
+

푏
푘푏 + 푎

=
1

푘 − 1
2푘 −

퐵
퐴

+
퐴
퐵

. 

Na osnovu aritmetičko-geometrijske nejednakosti dobijamo 

퐵
퐴

+
퐴
퐵
≥ 2

퐵
퐴

·
퐴
퐵

= 2, 

pa je  

M ≤
1

푘 − 1
(2푘 − 2) 

                            = ,   푘 > 1,    tj. važi (1). 3 

 

Dokaz  2. Izraz M možemo napisati kao 

M =
푎 + b + 2푘푎푏

푘(푎 + 푏 ) + (푘 + 1)푎푏
 

                 

                                                 =
1
푘

1 +
(푘 − 1)푎푏

푘(푎 + 푏 ) + (푘 + 1)푎푏
.                     (2) 

                                                             
3 Lako se utvrđuje da  nejednakost (1) vrijedi i za k =1. 
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S obzirom da je 

푎 + 푏 ≥ 2푎푏 i 푘 ≥ 1,  

iz (2) slijedi 

푀 ≤  
1
푘

1 +
(푘 − 1)푎푏

2푘푎푏 + (푘 + 1)푎푏
=

1
푘

·
2푘(푘 + 1)
(푘 + 1)

 

                                                        =
2

푘 + 1
.    

Dokaz  3.  Imamo redom: 

M =
1

푘 + 1
(푘 + 1)푎 + 푏 − 푏

푘푎 + 푏
+

(푘 + 1)푏 + 푎 − 푎
푘푏 + 푎

 

=
1

푘 + 1
2 + (푎 − 푏)

1
푘푎 + 푏

−
1

푘푏 + 푎
 

                                  =
1

푘 + 1
2 +

(푎 − 푏) (1− 푘)
(푘푎 + 푏)(푘푏 + 푎) .                                            (3) 

S obzirom da je 푘 ≥ 1,  iz (3) proizlazi 

M ≤
1

k + 1
(2 − 0) =

2
k + 1

. 

 

Dokaz  4. Nejednakost (1)  je ekvivalentna sa 

                      
1

푘 + 푏
푎

+
1

푘 + 푎
푏
≤

2
푘 + 1

,푘 ≥ 1.                                            (4) 

Ako u (4) stavimo 

푏
푎

= 푥   i   
푎
푏

= 푦, 

dobijamo 

푥푦 = 1   i   
1

푘 + 푥
+

1
푘 + 푦

≤
2

푘 + 1
⇔

2푘 + 푥 + 푦
푘 + 푘(푥 + 푦) + 1

≤
2

푘 + 1
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                                  ⇔ (푘 + 1)(2푘 + 푥 + 푦) ≤ 2(푘 + 푘푥 + 푘푦 + 1) 

                                  ⇔ 2(푘 − 1) ≤ (푘 − 1)(푥 + 푦)   

                                  ⇔  푥 + 푦 ≥ 2,  jer je  푘 ≥ 1.                                                       

Posljednja nejednakost je tačna zbog  푥 + 푦 ≥ 2 푥푦  i  푥푦 = 1.  

 

Dokaz 5. Postavljena nejednakost je ekvivalentna sa 

푘푎 + 푏 − 푏
푘푎 + 푏

+
푘푏 + 푎 − 푎
푘푏 + 푎

≤
2푘
푘 + 1

,  

tj. sa 

                                   
푎

푘푏 + 푎
+

푏
푘푎 + 푏

≥
2

푘 + 1
,푘 ≥ 1.                                            (5) 

Na osnovu AG nejednakosti,  je 

푦
푥
푎 +

푥
푦
푏 ≥ 2

푦
푥
푎 ·

푥
푦
푏  

                                        = 2푎푏,      (푎, 푏, 푥,푦 > 0). 

Dodavanjem obema stranama ove nejednakosti po 푎 + 푏  dobijamo 

푥 + 푦
푥

푎 +
푦 + 푥
푦

푏 ≥ 2푎푏 + 푎 + 푏 ⇔ (푥 + 푦)
푎
푥

+
푏
푦

≥ (푎 + 푏)  

                                                                               ⇔
푎
푥

+
푏
푦
≥

(푎 + 푏)
푥 + 푦

.                  (6) 

 

Ako u (6) stavimo 

푥 = 푎(푘푏 + 푎) i  푦 = 푏(푘푎 + 푏), 

dobijamo 

푎
푘푏 + 푎

+
푏

푘푎 + 푏
=

푎
푎(푘푏 + 푎) +

푏
푏(푘푎 + 푏) ≥

(푎 + 푏)
2푘푎푏 + 푎 + 푏
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                                                                                          =
(푎 + 푏)

(푎 + 푏) + 2(푘 − 1)푎푏.
    (7) 

Kako je tačno 

(푎 − 푏) ≥ 0 ⇔ (푎 + 푏) ≥ 4푎푏 ⇔ 2푎푏 ≤
(푎 + 푏)

2
, 

iz (7) slijedi 

푎
푘푏 + 푎

+
푏

푘푎 + 푏
≥

(푎 + 푏)

(푎 + 푏) + 푘 − 1
2 (푎 + 푏)

 

      = , 푘 ≥ 1. 

Ovim je dokazana nejednakost (5),  a samim tim i tražena nejednakost (1). 

 

Dokaz 6. Posmatrajmo funkciju koja glasi 

 ƒ(푥) =
푥

푚 + (푘 − 1)푥
,   푚 = 푎 + 푏  i  푘 ≥ 1. 

Njen drugi izvod je 

 ƒ"(푥) =
2(1 − 푘)푚

(푚 + (푘 − 1)푥)  . 

Za k ≥1  je  ƒ″(x) ≤ 0,  pa je funkcija  ƒ  konkavna. Zbog toga, imamo 

ƒ(푥 ) +  ƒ(푥 ) = ( ) + ( ) ≤ 2 ƒ   

                                                                                      =
2(푥 + 푥 )

2푚 + (푘 − 1)(푥 + 푥 )
.         (8) 

Ako u (8) stavimo  

푚 = 푎 + 푏,   푥 = 푎  i  푥 = 푏, 

dobijamo željenu nejednakost (1). 

 

Napomena. Korištenjem ideje iz dokaza 3 možemo lako ustanoviti da vrijedi sledeća 
nejednakost 
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푎
푘푎 + 푏

+
푏

푘푏 + 푎
≥

2
푘 + 1

, za  0 < 푘 ≤ 1. 
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