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JOS CETIRI RJESENJA
JEDNOG ZADATKA O KVADRATU

(Yet four solutions of the problem on a square)

Aleksandar Sredojevi¢ i Dragoljub MiloSevi¢

Sazetak: U radu dajemo jos Cetiri razna dokaza jednog zadatka o kvadratu.
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Abstract: In this paper we give new different solutions of one problem for the
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Posebnu paznju zasluzuju zadaci koji mogu da se rjeSe na vise nacina,tj. zadaci
¢ijem se rjeSavanju moze pristupiti s razli¢itih pozicija. RjeSavanjem jednog istog
zadatka na viSe nacina stie se i izgraduje vjesStina u rjeSavanju zadataka, narocito
problemskih. Uporedivanjem rjeSenja ustanovljavamo koje je od njih krace,
efektnije, elegantnije.

U [2] prikazana su dva rjeSenja sljedeceg zadatka:

Tocke E i F su polovista stranica CD i AD kvadrata ABCD.Pravci BE i CF
sijeku se u tocki P . Dokazi da je | AP =|AB.
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Prikazat ¢emo jo$ Cetiri njegova rjesenja.

Prvo rjeSenje. S obzirom da su pravokutni D, o2 ¢ - CEN—
trokuti BCE i CDF sukladni i da su Siljasti kutovi u X
svakom pravokutnom trokutu komplementni (tj. zbroj o P
im je 90°), imamo:
/EBC=/FCD=x,Z/CEB=/DFC=y i L a

/PCE+ £CEP=x+y=90".
Radi toga je u ACEP : ZCPE =90, tj. duZina CP a/2
je visina pravokutnog trokuta BCE. Primjenom

Pitagorinog poucka na pravokutne trokute ABC i 4 ; 5
BCE dobivamo

Slika 1.

|AC|=+Va’+a’ =av2 i IBE| = a2+(gj2 zﬂ.

2
Ako kut ZACF obiljezimo sa z, imamo: ZACD=Xx+z=45". lzrazimo

povrSinu trokuta BCE na dva nagina: P = |BC| |CE| i Pgce =%|BE|~|CP|.

Odavde je |BC|-|CE| =|BE]|-|CP|, ili

a
_|BC-lce] %, a

CP - 2_9
CP] B a/5 5
2
|CE| 1 tg X +1g z
Kako je tg x = ==, tg(x+z)=tg45 =1itg{x+z)=——,
9= 55 =5 g(x+2)=tg 90+ 2)= 1= g 2
1+tgz
~ _ 2
imamo 1=-5—— paje tgz=l.Radi coszz—sinzz=1 thZ i
L 3 1+1g%z
cos’ z—sin®z =cos’ z —(1—cos2 z): 2cos’ z—1, dobivamo
_ 2
200522—1— ~tg°z ,ili cos? z—1 1+l thZ 1 _— . Odavde, zbog
1+tg°z 2 1+tg9°z 1+t9°z

- 3 . .
tgz= % slijedi cos® z = % odnosno C0Sz = —— (jer je kut z siljast).

J10

Najzad, prema teoremu o kosinusima, iz AACP je:
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2
IAP[ =|AC[" +[CP[* ~2AC|-[cP)-cos . i 8P — a2 +(a] a2 23
V5 5 10

odnosno |AP|* = a2, tj. |AP=a=|AB.

Drugo rjesenje: Utvrdujemo da je D a/2 L a/2 ¢
/CPE =90, |BE| = [cF|= X2 a‘/— >

a/2
|CP| = E(kao u prvom rjeSenju, ili na drugi N )
nacin). Sada je |PF| i—% Iz ACPE »
a) a

imamo: |PE| = (EJ _[Ej (Pitagorin ) " ;
poudak!), tj. |PE| = %. Slika 2.

Na osnovu Stewartovog teorema primjenjenog na trokut CDF je
(cD|- (DE|-[EC| +|PE[*)=|DP|* [CE| +|CP[* - |DE] il

2 2
a a a 2 a a 2a
——+|——| [=|DP| - =+| — —o d DP .
a[z 2{2%” oA 2{6)  OLdle| - 5

Sada primjenom Stewartovog teorema na AAPD imamo:
|AD|-(1A|:|-||:D|+|P|:|2)=|DP|2 | AF|+|AP[* -|DF|, ili

2
[22 (2[ %NZZ 2 jar* 2 odakleje [AP[° =2, . [ APl =a=|AB|.

Trece rjesenje: Trokuti CFD i BEC su sukladni, paje ZPEC = ZPFD .
Cetverokut FPED je tetivni, §to znaci da je Z/FPE=90". Takoder, i ¢etverokut
ABPF je tetivni. Neka je tocka G poloviste stranice BC . Na osnovu Pitagorinog

a\/_

poucka lahko dobivamo |AG| |EB| |BF| |CF| —— . Trokuti CPE i BCE

su sli¢ni (po KK), pa je
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|EB| : |BC| =|EC| :|CP| . To, pak, znaci da je

a . .
—. Cetverokut AGCF je paralelogram,

J5

jer ima jednake nasuprotne stranice. Radi toga je

ZPCG = ZAGB . Kako je |BG| =~

a\/—

|AG|=——, dobivamo

CP|=

cos(LPCG) cosZ/AGB)= ||i2|| \/15

A.Sredojevi¢ i M.Milosevi¢

Primjenom teorema o kosinusima na AGCP , imamo

2 2
|GP|2:(%j +(%J —2-%-%-\/_ a odavde je |GP|

S obziromdaje AG L BP i |BG| = |GP| = E, zaklju¢ujemo da je Cetverokut

ABGP deltoid. To, pak, znaci da je |AP| = |AB| =a

Cetvrto rje§enje: Ustanovimo da je

ZCPE=90',|cP| =% |BE| af

|PE|= |DP| 5 (kao u prethodnim

\/_

rjeSenjima, ili na drugaciji nacin).
Upotrijebit ¢emo formulu za odredivanje duljine

tezi$nice t, trokuta ABC koja glasi

t

a

1
2= Z(sz +2¢° —az)
Primjenom ove formule na odredivanje duljine

zajednicke teziSnice OP

(O - to¢ka presjeka dijagonala kvadrata), za trokute APC i
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D af? E a/2 C
L
P
a/2 a/2
Fe » (&
a/2 a/2
A a B
slika 3
D a/2 E a/2 o
.
P
a/2
Fo a
(@]
a/2
A a B
slika 4

BDP dobivamo:
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_|APf +jcP” |Ac

2 2 2
op [P 0P _[e0)

|OP|2 5 " | 5 . Odavde, radi
AC =|BD, slijedi |AP|" +|CP|" =|BP|" +|DP| ", paje
|AC =[BD |AP[* +|CP|* = [BP|" +|DP|"
2 2 2
|AP|2+[%j :(af_zjéj +22 Otudaje |AP|* =a?, tj. | AP =a =|AB.

Sada dokazimo Stewartov teorem koji je koristen u drugom rjesenju: Ako je
D toc¢ka na stranici AB trokuta ABC, |CD| = d,|AD| =m i |BD| =n, tada

vrijedi  jednakost c~(mn+d2)=a2m+b2n. Neka je ¢@=/ADC<90 .
Upotrijebit ¢emo teorem o kosinusima. Iz
trokuta ADC i BCD imamo:

b* =m? +d*—-2md-cosg i
a’=n?+d? —2nd-cos(180° —(p).
Mnozenjem prve jednakosti sa N i druge sa
m i zbrajanjem novodobivenih jednakosti,
radi cos(l80° —(p)= —CO0S¢, dobijemo

trazenu jednakost, ¢ime je dokazan
Stewartov teorem.
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